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OZET: Bu bitirme calismasinda, lineer operatorlerin yari-gruplarma temel bir giris yapilarak yari-gruplarin tanimi, bazi
onemli ornekleri ve oOzellikleri verilmistir. Diizglin stirekli yari-grup kavramimi tanmttiktan sonra giiclii siirekli yari-grup
kavrami verilmis; lineer operatériin hangi kosullar altinda giiglii siirekli yari-grup trettigini gosteren teoremlere yer
verilmistir.

GIRIS: Yari-gruplar, yaygin olarak evrim denklemleri olarak bilinen genis bir problem smifin1 ¢6zmek igin kullanilir.

Fizik, kimya, biyoloji, miihendislik ve ekonomi gibi bir¢ok disiplinde genellikle adi veya kismi bir diferansiyel denklem
iceren baslangic deger problemleri karsimiza ¢ikmaktadir. Bir baslangic deger problemini dogrudan incelemek yerine,
problem o6nce evrim denklemine indirgenir ve daha sonra yari-grup teorisi kullanilarak ¢oziimiin mevcut ve tek oldugu
belirlenir.

Yari-grup Temel Tanim

S kiimesi bostan farkli bir kiime, *: S XS —» S islemi de S kiimesi {izerinde V x,y,z € S i¢in (x *y) * z = x * (y * 2)
birlesme 6zelligini saglayan ikili igslem olsun. (S,*) ikilisine yari-grup denir.

Bir yari-grubun (bir gruptan farkli olarak) birim elemana ve ters elemana sahip olmasina gerek yoktur. Bu nedenle, yari-
gruplarla ¢oziilebilen birgok problem sadece ileri yonlii ¢oziilebilir (6rn. zamanda ileri yonlii problemler).

Yari-gruplarin en basit érneklerinden bazilar1 sunlardir:
1) M,.,(R), Riizerinde 2 X 2 tipindeki matrisler olmak tizere (M,, (R),x) ikilisi bir yari-gruptur.

2.) N dogal sayilar kiimesi olmak tizere (N, +) bir yari-grup olusturur.

Yari-grup Tammmi: X bir Banach uzayi olsun. X'ten X'e sinirl1 lineer operatorleri tek parametreli bir T(t) ailesi,

(0 <t < ), eger asagidaki (i) ve (ii) ozelliklerini sagliyorsa X lizerinde sinirli lineer operatorlerin bir yari-grubu adini
alir:

(i) T(0) = I (I, Xiizerindeki birim operatoriidiir.)

(i) T(t+s)=T)T(s) Vt,s =0 (yari-grup ozelligi)

YARI-GRUP ORNEKLERI

Matris Yari-gruplari

A € M,, (C) verildiginde matris yar1 gruplarinda e®4'nin nasil hesaplanacagini inceleyelim.

1) A =diag(a,,...,a,) olsun. A matrisi tarafindan tiretilen yari-grup

etd = diag(et®,...,et%) 'dir.
1) A € C olmak iizere,
1 0 0 0] 0 1 O 0
0 1 0 .. 0 0 0 1 0
Jooem = Al + N = 1] ¢ DR V] I N IR 0 | matrisini tanimlayalim.
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Ustel matrisin tammindan, etV = Y™ ! (m-2)!| oldugu gosterilebilir ve et/ = et*etN olur.

Carpim Yari-gruplar

Onerme: D(M,) tamim kiimesine sahip M,, Co(R) lzerinde siirekli bir g fonksiyonu tarafindan indiiklenen ¢arpma
operatorii olsun, ardindan asagidakiler gegerli olur:

i) M, kapali ve yogun olarak tanimlidir.

i) Mg nun sinirh (D (M) = Cp(R)) olmasi i¢in gerek ve yeter sart g’nun siirli olmasidir. Bu durumda,

||MCI|| - “q”:: supserlq(s)| olur.
iii) M,'nun smirh bir tersi olmas: i¢in gerek ve yeter sart g’nun smurl bir tersi g, yani 0 € g(R) var olmasidir. Bu

durumda,

Mz = M olur.
q

IV) M, 'nun spektrumu, g'nun kapal araligidir, yani

a(My) = q(R) “dur.

Oteleme Yari-gruplan
Tamim: Bir f: R —» C ve t = 0 fonksiyonu igin,
(M@ )x):=f(x+t),x € R,
sol 6teleme (f'nin t'ye gore), iken
(L@ x):=fx—t),x € R,
(f'nin t'ye gore) sag otelemesidir.
X:= Cy(R), R iizerinde sonsuzda sifir olan tiim siirekli fonksiyonlarin Banach uzayi olsun.T (t) operatoriinii tanimlayalim,
(T@®)f)(x):= f(t+x),
burada x,t € Rve f € X. f fonksiyonunu, yari-grup ézelliklerin
T(t+s)=T)T(s)veT(0) =1

saglar.

DUZGUN SUREKLI YARI-GRUP

Sinirl1 lineer operatorlerin bir T(t) yari-grubu eger

{,:in(”)t| |IT(t) =1 || = (0 6zelligini saghyor ise diizgiin stirekli yari-grup adini alir.

Yani t —»T(t) tasviri siireklidir.

T(t)x—x

YARI-GRUBUN SONSUZ KUCUK URETECI: Tanim kiimesi D(4) = { x € X : lim

lim }olan ve x € D(A) igin,

i +
Ax = lim T(t)x—x _ dTT(t)x

t—-0 t dt |t=0

bi¢ciminde tanimlanan A lineer operatoriine, T (t) yari-grubunun sonsuz kiigiik tireteci denir.

Eger T(t) sinirli lineer operatorlerin diizgiin stirekli bir yari-grubu ise lin;t| IT(s) — T(t)|| = 0’dr.
S—

A lineer operatorii, T (t) diizgiin siirekli yari-grubunun sonsuz kiigiik tireteci olmasi i¢in gyk A’nin sinirli lineer operator olmasidir.
T(t) smarli lineer operatorlerin diizgiin stirekli bir yari-grubu ise asagidaki 6zellikler saglanir:
IT(©)]| < e"* olacak sekilde w = 0 sayist vardir.

T(t) = e olacak sekilde tek bir A smirli lineer operatorii vardir ve A, T(t) nin sonsuz kiiciik iiretecidir. T'(t) = AT(t) = T(t)A

GUCLU SUREKLI YARI-GRUP

X tizerinde bir T (t) yari-grubu, (0 <t < o) V x € X igin %in(‘)LT(t)x = x Ozelligini sagliyor ise, giiclii siirekli yari-grup adin1 alr.

Yani R* dan X e tanimhi t - T(¢)x tasviri siireklidir.

Co YARI-GRUBU: X iizerinde sinirli lineer operatorlerden olusan bir gii¢lii stirekli yari-grubuna, C, siifinin bir yari-grubu ya da
basitce bir C, yari-grubu denir.

T(t), C, yari-grup ise 0 zaman ||T(t)|| < Me"! olacak sekilde M > 1 sayisi vardur.

A (smirs1z) lineer operatorti, T'(t) €, yari-grubunun sonsuz kiigiik {ireteci ise o zaman A, X’de yogundur ve kapali operatordiir.
HILLE YOSIDA TEOREMI

Hille Yosida teoremi, A lineer operatoriiniin hangi kosullar altinda C, yari-grup iirettigini verir.

BUZULME YARI-GRUBU: Bir T(t) yari-grubu, eger ||T(t)|| < 1 ise biiziilme yari-grubu adini alir.

REZOLVENT KUME, REZOLVENT OPERATOR: A operatorii X'te lineer, sinirli olmayan bir operator olsun.

Al — A operatoriiniin tersinin var ve sinirlt oldugu tiim A karmasik sayilar1 kiimesine A'nin rezolvent kiimesi denir ve p(4) ile
gosterilir. Yani (AI — A)~1 , X te sinurl1 bir lineer operatordiir.

R(A: A) = (AI — A)~ 1 ssinirh lineer operatériine A'nin rezolvent operatorii kisaca rezolventi denir.

X tizerinde smirsiz A lineer operatériiniin T (t) biiziilme C, yari1-grubunun sonsuz kiiciik tiretecinin karakterizasyonunu veren Hille
Yosida teoremini verelim:.

Teorem (Hille Yosida) Lineer (sinirsiz) bir A operatoriiniin, T (t), t = 0 bir biiziilme C, yar1-grubunun sonsuz kiigiik tiretici olmasi
icin gerek ve yeter kosul,;

i) A kapalive D(A) = X ve

ii) A'nin rezolvent kiimesi p(4), R* igerir ve her A > 0 i¢in ~ |[|[R(A: A)|| < % saglanmasidir.

YOSIDA YAKLASIMI : A operatoriiniin Yosida yaklasimi Ay = AAR(A: A) = A?R(A: A) — Al

A, H Hilbert uzay1 iizerinde kapali lineer operatorii olsun. O zaman her f € D(A) icin /1li7;1)1A,1 f = Af ve e simirh biiziilme
olur

EVRIM DENKLEMI: X Banach uzayini ve hert € [0, T] icin D(A (t))’dan X lizerine bir A(t) lineer operatoriinii alalim.

f:10,T] > Xve 0 <s <t <Tolmaktizere u'(t) = A(t)u(t) + f(t), u(s) = x baslangic deger problemine Evrim Denklemi
denir.

A, X lizerinde bir lineer operator, tanim kiimesi D(A) € X ve x € D(A) olsun. O zaman

Vt = Oicinu € D(A) olmak iizere
u'(t) = Au(t)

u(0) = x
Cauchy probleminin ¢oziimii u(t) € C'(R™*, X) fonksiyonudur (u : R* — X birinci mertebeden siirekli tiireve sahip fonksiyon)
T(t), Cy yari-grubunun bir A iireteci igin asagidaki kosullar saglanir:
a) Egerx € D(A) ise T(t)x € D(A) vetimt = 0.icin AT(t)x = T(t)Ax.
b)u: Rt - X u(t) = T(t)x fonksiyonu Cauchy probleminin tek bir ¢oziimiidiir.
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